Cours et exercices d’applications et de réflexions sur les Lois de composition interne 


PROF : ATMANI NAJIB 


2ème BAC Sciences maths 


Structures algébriques(partie1) 


Lois de composition interne 


I) Lois de composition interne 

1)Introduction : 

a)L'opération + sur R est une application f qui, à 
deux reéls (x, y) en associe un troisième z (la 


somme)qui est aussi un réel : f (x; y)=x+y=z 


f:RxR>R 


on a donc : 
(x;y) f(xy)=x+7y 


on dit L'opération + est une lois de composition 
interne sur R 
b) L'opération - sur N n'est une lois de 
composition interne sur N car par exemple :2 e N 
et 3e Nmais : 2-3g N 

2)Définition : Soit E un ensemble non vide. Une 
loi de composition interne sur E (ou encore une 


opération dans E) est une application f de E x 


E dans E. 


f:ExE >E 
(xy) f(x) 


3)notations :l’élément : f (x; y) dans E s'appelle 
la composée de xet y dans l’ordre par cette lois 
de composition interne f et on le note :x* y ou 
xTy OÙ xL y OU xv y. 


au lieu de : f(x: y) 


4)Autre exemples d’ensembles et lois de 
compositions internes : 


On connait les ensembles : N, Z, Q, R ;C 
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1)- Dans N, Z, Q, R ou C, l'addition et la 
multiplication sont des lois de composition 


interne on écrit : (N;+) ; (Z:+) ; (Q:+) (R;+) 


(C+) : (N;x) ; (Z:x) ; (@x) (R:x) (C:x) 
e Dans ÑN, la soustraction n’est pas une loi 


interne, mais elle l'est dans Z : (Z;-) 


e La division dans R n'est pas une loi interne 


mais la division dans R‘l'est. on a : (R';=) 
e Dans N°, lexponentiation, c’est-à-dire 


CfiN"xN" N° 


l'application : , le PGCD ou le 


x,y)h x? 
PPCM sont des lois internes : 
on a donc : [N':f) [N':) [N':v) 
* E étant un ensemble donné ; P(E) l'ensemble 


des parties de E ona: XeP(E)&XcE 
xeXOY&xeX etxeY xeXUY&xexX ou xeŸ 
xeXexex xeX-Ysxex et xeY 


xeXNW&xexX-Y ou xeY-X 
, l'intersection et la réunion et la différence 
symétrique et le complémentaire sont des lois de 


composition interne dans P(E) donc : (P(E):0) 


(P(£);0); (P(E):A) : (P(E)) 


|= 


e l'addition et la multiplication dans 


Dee fo; 1; 2.11) sont définies par: 


e(a) |. 


l'addition et la multiplication dans sont des 


PA 
2 


Sr 
xy 


a 
ʻi 


lois de composition interne dans on écrit : 


(Zz:+) (Zaz:*) 
e ensemble des polynômes de degrés inferieur 


a un entier naturel n se note : R,[X] 


la somme et la multiplication de deux polynômes 
P et Q sont définies par: 

vx E R, (P + Q)(x) =P(x) + Q(x). 

vx E R, (P x Q)(x = P(x) x Q(x). 

La somme et le produit de deux polynômes de 
degrés inferieur a n est un polynômes de degrés 
inferieur a n . Donc, + et x sont des lois de 


compositions internes sur R,[X] 


on écrit : (R,[X]:+) ; (R,[X]:x) 


e Si I est un intervalle de R , l'ensemble des 


fonction de 7 dans R 
f:I>R 

xh 

la somme et la multiplication de deux 

applications f et g de 7 dans R sont définies 

par: Yx E 1, (f + g)(x) = f(x) + g(x). 

vx E I, (fx g)(x) = f(x) x g(x). 

La somme de deux applications de/ dans R est 

une application de 7 dans R . Donc, + et x sont 


Se note : PeR) 


des lois de compositions internes sur F (I;R) 


on écrit : (F(BR);+) : (F(1;R);x) 
e Si E est un ensemble non vide 
Dans F(E; E) est l'ensemble des fonctions de 


E dans E on définit la relation opar : 
vx E E, (f ° g)(x = f(g(x)) 
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o est une loi interne dans F(E;E) on écrit : 


(F(BE)") 
e l'ensemble des translations On le note : T. 
la composition de deux translations est une 


translation donc : o est une loi interne dans T. 


on écrit : (Te) 
e L'ensemble des homothéties de même centre 
Oon le note : H, etona la composition de 


deux homothéties de centre Oest une 
homothétie de centre Odonc : o est une loi 


interne dans H, on écrit : (H,:c) 

L'ensemble des rotations de même centre O on 
le note : R, etona la composition de deux 
rotations de centre Oest une rotation de centre 


O donc : o est une loi interne dans R, 


on écrit : (R,:c) 


e tout application bijective du plan P dans P on 
l'appelle une transformation du plan 
L'ensemble des transformations du plan on le 
note: T ona: 


V(f;g)ET YMeP (fo8)(M)=f(e(M)) 


Donc : la composition de deux transformations 
est une transformation. 
donc : o est une loi interne dans T 


on écrit : (T;o) 
L'ensemble des vecteurs du plan on le note : V, 


et on a la somme de deux vecteurs est un 
vecteur donc : + est une loi de composition 


interne dans V, on écrit : (V,;+) 


IN 


e le produit scalaire de deux vecteurs n'est pas 


un vecteur mais un scalaire donc : e n’est pas 


une loi de composition interne dans V, 
5)Applications : 


Exemplel :1)montrer on utulisant les tableaux de 
l'addition et de la rs dans 


sont des lois de ju internes 
Solution : 


+ 


Oll BI SI ‘®II NI 


DIT OI AII wi 
SI DIT TOI BI] BI 


OI BIHSI DIRE: 


Q 
: 
N 


RSI DIT OI 
RSI DIT" OI 


Tableau z+) 
X|0)11121)31|4 
0100101010 
11011121314 
210|2ļ]4Í113 
31013/111|141)2 
4101431211 
Tableau de : (y) 


on utulisant les tableaux de l'addition et de la 
multiplication dans Un on remarque bien que ce 
sont des lois de compositions internes 


Exemple? : on définit sur l’ensemble |- Il la 


relation T tel que : xTy = : 


+xy 


V(xy)e Jia 
Monter que T est une loi de composition interne 


Dans ]-1;1[ 


Solution : soit xe ]-1;1| et ye]-1L1] 


Montrons que : xTy = a e]-11[ ? 
1+xy 
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Calculons : -(e) 


+ Xy 


j= as) alen Xy +2xy+l-x -y -2y 
1+ xy (1+) (+) 

ss) ioii Creer) 
1+xy (1+7 (+y) 

j= w. 1-x -y try _{-x (1) 
l+ xy (142) (1+) 


Or xe]-L1i] et ye]-1:1] donc: |x| < 1et|y|<1 


donc :x° <1ety”<1 on a donc: [2 +0 
+ 


2 2 
donc : at <1 donc : ar) sl 
1+ xy 


1+xy 
donc : 2x1 donc : -142*7 <1 
1+xy 1+xy 
donc : Te ei] cafd 
+ 


6) les matrices : 

6-1) matrice carrée d'ordre 2 

a)Définition1 : 

1)Une matrice carrée d'ordre 2 

à coefficients réels est un tableau de quatre 
nombres (Il n'y a pas de séparation verticale ou 
horizontale, contrairement aux tableaux) 
2)'ensemble des matrices carrées d'ordre2 


On le note : 
M,(R)=l[" P|/(abic;d)eR° 
À )= ei a,b; cC; E] 


La somme et la multiplication et l'égalité de deux 


7 


matrices A etB dans M,(R) sont définies par: 


a b : a! b' B a+a' b+b' 

c d de d') \c+c' d+d' 

a b a' b' aa'+bc' ab'+bd' 
X = 

c d c' d' ca'+dc' cb'+dd' 


1% 


La somme et le produit de deux matrices sont 


des lois de compositions internes dans M, (R) 


on écrit : (M,(R);+) ; (M, (R);x) 


L'égalité est définie par : 


a b a b' 
= = 
c d c d 


b)Cas particulier : 


a=a' 

b=b' 
! 

c=c 


d=d' 


1 0 
1)la matrice : Z, -( i s'appelle la matrice 


unitaire 


Etona: AxI,=A VAEM,(R) 
: 0 0), ! 
2)la matrice : 0 -| À s’appelle la matrice nulle 


Etona:A+0=-A VAeM,(R) 


6-2) matrice carrée d'ordre 3 

a)Définition : 

1)Une matrice carrée d'ordre 3 

à coefficients réels est un tableau de 9 nombres 
2) l'ensemble des matrices carrées d'ordre3 


On le note : 


a d 8 
M,(R)=4|b e h |/(a;b;c;d; f;g;h;i)€ R? 
CR E 


La somme et la multiplication de deux matrices 


AetB dans M,(R) sont définies par: 


a d g a d g a+a' d+d' g+g' 
b e h|+|b e k |=|b+b e+e h+k 
cfi € fi c+c ff) i+i 
a d g\ (a d g' a" d" g" 
b e hjx| b e h' b" e kW 
c f i Ee fhi E 0 fe 


Avec : a"=aa'+db'+gc"  d"=ad'+de'+ gf' 


b'=ba'+eb'+hc e" =bd'+ee'+hf' 
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c" =ca'+ fb'+ic' f"=cd'+ fe'+if' 


g" =ag'+dh' + gi' h" =bg'+eh' + hi 


i" =cg'+ fh'+ii' La somme et le produit de deux 


matrices sont des lois de compositions internes 


R) on écrit : (M,(R);+) ; (M, (R);x) 


dans M, 


LS 


L'égalité est définie par : 


b)Cas particulier : 


© = © 


1 0 
1)la matrice : 7, =| 0 0 | s'appelle la matrice 
0 1 


unitaire etona: Ax, =A VAeM,(R) 


000 
2)la matrice : 0=|0 0 0| s'appelle la matrice 
0 0 0 


nulle etona: A+0=A VAEM,(R) 


Exercice1 : on considére la matrice suivante : 
1 2 0 

A=|0 1 0|calculer A? et 4° 
0 0 I 


et en déduire A” VneN' 


solution : 


lA 


1 
Montrons par recurrence que : A” =| 0 
0 


1 2x1 0 1 2 0 
a) A =I0 1 O0|=|[0 1 O|=A vraie si n=1 
0 0 1 0 0 1 
1 2n 0 
b)supposons que : A”=|0 1 0 
0 0 1 
1 2n+2 0 
c)montrons que : A" =| 0 1 0? 
0 0 1 
1 2n O\f1 2 0 1 2n+2 0 
A" =A"xA=|0 1 O0|0 1 0|[=|0 1 0 
0 0 1/10 0 1 0 0 1 
1 2n 0 
Donc : A”=|0 1 0| vVneN 
0 0 1 


Il) parties stables pour une Lois de composition 
interne : 


1)définition1 : Soient (E;*) un ensemble muni 


d'une loi de composition interne 

Soit F une partie non vide de E. 

F est stable pour + = V(x, y) € F?, x * y E F. 
2) Exemples : 


a) l'ensemble : S ={-1;1} est une partie stable de 


(R;x) mais il n’est pas stable dans (R;+) 


Car: -leS et 1eS mais -1+1=04S 
b)Dans Z , l'ensemble des nombres pairs est 
stable pour l’addition (la somme de deux nombres 
pairs est un nombre pair)jou pour la multiplication 
(le produit de deux nombres pairs est un nombre 
pair) alors que l'ensemble des nombres impairs est 
stable pour la multiplication (le produit de deux 
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nombres impairs est un nombre impair) mais n'est 
pas stable pour l'addition(la somme de deux 
nombres impairs n’est pas toujours un nombre 
impair). 


2) Dans (F(R:R);e) l'ensemble des fonctions de 


R dans R l’ensemble des injections, l'ensemble 
des surjections et l'ensemble des bijections et 
l'ensemble des applications affines sont stables 
pour ° (la composée de deux injections (resp. deux 
surjections, deux bijections, deux affines) est une 
injection (resp. une surjection, une bijection, 
affines)). 

l'ensemble des symetries axials n'est pas une 


partie stable dans (T;-) (car la composée de deux 


symetries axials d'axes paralleles est une 
translation et non une symetrie axial 
Exercice2 :on muni R d'une loi de composition 


interne + définit par : x*y=xy-3x-3y+12 ; 


v(x y)eR? et soit: S=]3;+#0| 


Monter que S est une partie stable pour (R;*) 
Solution : soit xeS et yes 

Montrons que : x*yesS ? 
x*y—3=xy-3x-3y+9=x(y-3)-3(y-3) 
x*y—3=(y-3)(x-3) 

or xeS= [+ x>3et ye[3+0f < y>3 


donc : x*y-3>0 donc: x* y e ]3;+æ| =S cafd 


donc : S'est une partie stable pour ( R;+) 


3) définition? : si (E;*) est un ensemble muni 
d'une loi de composition interne et F une partie 
stable dans (E;*) alors + est une lois de 


composition interne dans F et on l'appelle la lois 
induite sur F 
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lll) Propriétés des lois de composition interne 
Soient E un ensemble non vide et + une loi de 
composition interne sur E. x peut avoir ou non une 
ou plusieurs des propriétés 

suivantes : 

1) Commutativité : 

Définition1 : + est commutative & v(x, y) € E? 
X*y=y*X. 

2) Associativité 

Définition 2 : + est associative & Y(x, y, z) € E? 
(x * y) * Z =x x (y * Z). 

Si + est associative, les expressions (x + y) + z et 
x * (y + Z) peuvent se noter tout simplement : 

X * V *2Z. 

Exemples :1) L’addition et la multiplication dans 


N, Z, Q, R ou C sont commutatives et 


associatives 
mais la soustration n'est ni commutatives ni 
associatives en effet: 2—3 #+3-—2 et 


2-(3-1) Ł (2-3)-1 

2) L’addition et la multiplication dans F (R;R) sont 
commutatives et associatives 

3) L’addition dans V, et V, est commutative et 
associative 

4) La loi + dans (F(R:R);°) est associative mais 
non commutative (en général (fcgzgof). 


. f:R>R 


Ex: g:R—R 
xe f(x)=2 


x g(x)=x+2 


On a: VxeR :(fog)(x)=2 et (gcf)(x)=4 


Ona:(fog)ch=fe(gch}=fegch 


V(f:gh)e(F(RR)) 


5) on muniR d’une loi de composition interne + 


A 


définit par : x*y=2x+3y-1 
a)2*3=2x2+3x3—1=12 
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3k2—-2x3+3x2-1]-11 
Ona: 2*3#3*2 
Donc :la loi + est non commutative 


b)(1*1)+1=(2x1+3x1—1)*1=4#1=10 
1*(1*1)=1*4=4*1=13 


On a:1*(1*1)=(1*1)*#1 


Donc :la loi x est non associative 
6) l'intersection et la réunion sont des lois 


commutatives et associatives dans P(E) 
7) la loi o dans : (Tic) ; (Ho) ; (Ro;°) 
Est commutative et associative 


5)le produit vectoriel dans V, n'est pas 


commutative : (i^ j =—jAi) 


6) le produit dans M,(R) n’est pas commutative : 


seac( oJen- ? 
sa, e Ae 
paha DPG JE à) 


Donc ona: AxB#+BxA 

Remarque : si la loi est commutative et 
associative et on utilusant une notation additive ou 
multiplicative on a les écritures suivantes : n € N 
1)Notation additive 


a)a+b=b+a b) (a+b)+c=b+(a+c) 


c) a+a+...+a=na 
— —— 


nfois 


d) na+ma=(n+m)a 


2)Notation multiplicative 


a)axb=bxa b) (axb)xc=bx(axc) 


n+m 


c) axax..xa =a" 
\— —— 


nfois 


d) aq” xaq” = a 


IO 


Exercice3 :1) on muniR d'une loi de composition 
interne + définit par : a*b=a+b-3ab ;V (a;b) € R? 
Monter que + est commutative et associative 

2) on muni R? d’une loi de composition interne T 
définit par : (a;b)T(x; y) = (ax; ay +b) :V(a;b) cR? 


et Y(x;y)e R’ 


Monter que T est ni commutative et ni associative 
dans R’ 


Solution:1) Soit : V(a;b;c) € R° 


a) On a: a*b=a+b-3ab=b+a-3ba=b*a 

Donc : * est commutative 

b) 
(a*b)*c=(a+b-3ab)*c=a+b-3ab+c-3(a+b-3ab)c 


(a*b)*c=a+b+c-3(ab+ac+bc)+9abc 
etona: 


a*(bxc)=a*(b+c-3bc)=a+(b+c-3bc)-3a(b+c-3bc) 
a*(b+c)=a+b+c-3(ab+ac+bc)+9abc 

Donc : (a*b)*c=a*(b*c) 

Donc : * est associative 

2)a)on a : (1:3)T(2:0)=(1x2;1x0+3)=(2;3) 
(2:0)T(13)=(2x1;2x3+0)=(2;6) 

Donc : (13)T(2:0)4(2;,0)T(1;3) donc : T n'est pas 


commutative 
b) 


((1:3)T(2;:0))T(5;7)=(2;6)T(5;7)=(2x5;2x7+6)=(10;20) 
(1:3) T((2;0)T(5;7)) =(1;3)T(2x5;2x7 +0) =(1;3)T(10;14) 
(1:3)T((2;0)T(5;7)) =(1x10;1x14+3) =(10;17) 

Donc : ((1:3)T(2:0))T(5;:7)#(1:3)T((2:0)T(5:7)) 
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donc : T n'est pas associative 

3) Elément neutre 

Définition :Soient E un ensemble non vide et + une 
loi de composition interne sur E. 

(E ; x) admet un élément neutre si et seulement si : 
JeEeEvxEeE,exx=x*e=x. 

On dit aussi que e est l'élément neutre pour la loi * 
dans E. 


=> Commentaire . 


o Notez bien l’ordre des quantificateurs : 

Je € E/ Yx € Ẹ, … qui dit que e est précis et ne 
dépend pas de x, et non pas Yx € Ẹ, 3e € E/... 

qui permettrait à e de changer quand x change. 

+ Si on sait que la loi x est commutative, une et une 
seule des deux égalités (vx € E, x * e = x ou 

vx E Ẹ, e x x = x) ci-dessus suffit. 

Théorème : Si x admet un élément neutre dans E. 
celui-ci est unique. 

Démonstration : Soient e et e' 

deux éléments neutres (pas nécessairement 
distincts). Alors e = e * e'= e€' 

Exemples: 

1)1 est l'élément neutre dans les ensembles : 


(Nix) ; (Zx) ; (@x) (R:x) :(Cx) 
Et 0 est l'élément neutre dans les ensembles : 
(N:+) ; (Z:+) ; (Q;+) ;(R:+) (C4) 

2)le vecteur nul 0 est l'élément neutre dans les 
ensembles : (V,;+) ; (V,:+) 

2)la fonction nulle 9: x—0 est l'élément neutre 


dans l'ensemble : (F(R;R);+) 

2 )la fonction nulle Z, : x — x est l'élément neutre 
dans l'ensemble : (F(R:R):<) 

2)E est l'élément neutre dans: (P(E);^) 


Ø est l'élément neutre dans: (P(E):0) et(P(E):A) 


IN 


1 0 
3)a) la matrice : Z, = f ) la matrice unitaire 
est l'élément neutre dans: (M, (R);x) 
: 0 0 a = 
la matrice : 0 = T nulle est l'élément neutre 


dans: (M, (R);+) 


100 
b) la matrice : 7 =|0 1 0 
0 0 1 


la matrice unitaire 
est l'élément neutre dans: (M, (R);x) 

000 
la matrice : 0=|0 0 0| nulle est l'élément 

0 0 0 


neutre dans: (M, (R);+) 


5)dans : (R;-)il n'ya pas d'éléments neutres 


4)Elément symétrisable 

Définition :Soient E un ensemble non vide et + une 
loi interne sur E possédant un élément neutre e. 
soit x € E. ;x admet un symétrique à gauche pour + 
e 3x EeE/x *x=e. 

x admet un symétrique à droite pour * 

e 1X'EE/x*+x=e. 

x admet un symétrique pour * 

e IX EE/x*xx=x +x=e. 

x est symétrisable à gauche pour * si et seulement 
si x admet un symétrique à gauche pour x. 

x est symétrisable à droite pour * si et seulement si 
x admet un symétrique à droite pour *. 

x est symétrisable pour * si et seulement si x admet 
un symétrique pour *. 


D Commentaire : 


+ Notez que ici, on fournit x’ après avoir fourni x 
(soit x € E...3x' € E...) et donc bien sûr, x’ varie 
quand x varie. 

+ Si on sait que la loi x est commutative, une et une 


seule des deux égalités ci-dessus suffit. 
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Remarques et exemples: 
1)Dans : (Z:+) ; (Q;+) ;(R;+) ;(C;+) tout 


element a admet un symétrique et s'appelle 
l'opposé on le note —a 


2) a)Dans : (Q';x) :(R':x) (Cix) tout element 


a admet un symétrique et s'appelle l'inverse on le 
note L oua” 
a 
(Ainsi, l'égalité i? = —-1 qui s'écrit encore i x (—i) = 1 
qui signifier que i et —-i sont inverses l’un de l’autre 
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b) Dans : (C;x) l element 0 n'admet pas de 
symétriques 

3) Dans : (V,;+) ; (V,;+) tout vecteur à admet un 
symétrique et s'appelle l'opposé on le note —u 

4) Dans : (P(E);A) tout partie A de E different de 
E n'admet pas de symétriques 

5) Dans : (P(E):0) une partie À de E admet un 
symétrique c'est lui-même : (car AAA =) 

6)a) Dans : (Zéz:*) tout element + 0 admet un 
symétrique 

b)Dans : (Zaz) l element 2 n'admet pas de 
symétriques 

7) Dans : (M,(R);+) tout matrice |; admet un 


=4. =C 
symétriques c’est la matrice :—A -{ A c) 


7) Dans : (M, (R);x) la matrice o i n'admet pas 


de symétriques 
8) Dans : (T.;°) (ensemble translations) tout 
translation f; admet un symétrique : (t; ) ` 


Etona:(#,) =t 


-7 
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9) Dans : (R;,:°) (ensemble rotations) tout rotation 


=1 


r(0;a) admet un symétrique : (r (0;æ)) 

Etona: (r(0;a)) =r(0;-a) 

10)Si + est la composition des applications de E 

dans E .les applications de E dans E 

qui admettent un symétrique pour la loi ° sont les 

bijections de E sur E. Le symétrique d’une bijection 

f pour la loi ° n’est autre que sa réciproque f! 

Théorème :Soit x un élément de E. 

Si » est associative, possède un élément neutre e 

et si x admet un symétrique pour *, celui-ci est 

unique. 

Démonstration : Soit x un élément de E. 

Soient x'et x” deux éléments symétriques de x (pas 

nécessairement distincts). 

Alors, x"= e x x" = (x'x x )* X"= X'x (X * X") = xx e= x 

Théorème : Soient E un ensemble non vide et x 

une loi de composition interne sur E, associative et 

possédant unélément neutre e. 

Soient x et y deux éléments de E. Si x et y sont 

symétrisables et x'et y’ leurs symétriques respectifs. 

alors x * y est symétrisable et (x * y)'= y’ x x’ 

Démonstration : Soient x et y deux éléments 

symétrisables de E. Soient x'et y'leurs symétriques 

respectifs. On a : (x * y) * (V'x x’) = x * (y * y’) * x’ 
=X*+*e*xx=Xx+xx=e 

(y'* x) x(x * y) = y'* (NE X) y =y'*ex*y=y™*y=e. 

Donc, x + y est symétrisable et son symétrique 

est y'* x 

5)Elément régulier (simplifiable) 

Définition : Soient E un ensemble non vide et + 

une loi interne sur E. Soit x € E 

a)x est régulier à gauche pour * 

© V(y, z) E E? x *y=X*Z>y=EZ. 

b)x est simplifiable à droite pour * 

© Y(y, z) E E? y *X=Z*X>y=EZ. 

c) x est régulier si et seulement si x est régulier à 

gauche et à droite. 
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Théorème : Si + est associative et possède un 
élément neutre e, tout élément symétrisable est 
simplifiable. 

Démonstration : Soit x un élément de E, 
symétrisable pour *. 

Soit x’ son symétrique pour +. Pour (y, z) € E? 

X * Y =X * Z > X's (X * y) = X'x (X * Z) 

> (X'* X) * y = (X'* X)* Z> e*y=e*Z>y=EZ. 


exemples :1)Dans : (Z;+) ; (Q;+) ;(R;+) ; 
(C;+) tout element a est regulier 
Cad : Y(y, z) E€ C?,a+x=a+y=x=}. 

2) Dans : (N*;x);(Z*;x) ; (Q*:x);(R*:x) ; 


(C';x) tout element a est regulier 


Exercice :1) on muniR d'une loi de composition 


interne + définit par : a*b=ab-(a+b)+2 ; 


V(ab)eR” 1) Monter que + est commutative 


2) Monter que + admet un élement neutre et 
determiner les élements symétrisables 


Solution:1) Soit : V(a;b;c) € R° 
a) On a: a*b=ab-(a+b)+2=ba-(b+a)+2=b+a 


Donc : * est commutative 


2)a) VaeR : 2*a=2a-(2+a)+2=a et 


a*2=2a-(a+2)+2=a 


Donc 2 est l'élément neutre pour la loi + 
b}soit ae R on cherche a'eR tel que : 
a*a'=2( x est commutative) ? 


a*a =2&ad'-(a+a')+2=2&a'(a-1)=a 
Si: a=1 alors : 0-1 axa=2 donc impossible 


. i a ' 
Si: az1 alors : a PE a =2 
g= 


Donc : Va e R-{1} il admet un symétrique 


KO 


Théorème :(inverse d'une matrice) 
a c : 
Soit | Jem) une matrice 


Le nombre : A=ad-bc s'appel :déterminant de 
La matrice A 
Si : A0 alors La matrice A est inversible et 


d 
Ana A 


b a 
A AÀ 


Preuve : on montre que : AA” = A'A =], 


Exercice5 : on considére les matrices suivantes : 


Je 1 -=2 
1 2 
A= et B=|-1 -1 2 
0 1 
-2 -2 0 


1) Montrer que : A’ -2A+1, =0 et en déduire que 


La matrice A est inversible et déterminer A” 
2) calculer : B? etB° et en déduire que 

La matrice B n’admet pas d'inverse 
Solution 


a (1 21 2\ f1 4 
1) ona: A= = 
0 1/10 1) (0 1 
-2 —4 1 0 -1 —4 
et -2A + I, = + = 
0 -2j 0 1 0 -l 


i 1 4\ f-1 -4) (0 0 
donc : A°-2A+1, = + = =0 
0 1 0 -I1} 0 0 


A -2A+1, =06 A(A-2I,)=-I, & A(21,-A)=1, 
Et #-2A+1, =06 @(21,-A)A=I, 


Donc : 4 est inversible et déterminer A`“ =21, -A 


sua, Ho Fe Ho Fe 
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Donc : B’ =0, 
On suppose que B admet un inverse donc il 


existe une matrice C tel que : BC =CB =], 
Donc : BC=1, >B’BC =B’ >0,xC =B 
>0,=B° or B’ +0, contradiction 


Donc : B n'admet pas d'inverse dans M,(R) 


Exercice6 : on considére l’ensemble des 
matrices suivante : 


bV? 
E=My=| / (a;b) € Z'et a°-2b° =1 
| b42 a 


Monter que E est une partie stable de (M, (R);x) 


Solution : soit Mp EE et Myy EE 


a; x;y 


a b\2 
b\2 a 


Donc: M, | | et a°-2b°=1 


2 
Et: Mpy = x y et x?-2y? =1 
A C2 x 


Montrons que : M, „xM, €E? 


(a:b) 


bV2 2 
Ms M _ a V2 X X yV2 
| b2 a yV2 x 


(ay +bx) 2 


(5) 


ax+2by 


(ay +bx) Ne 


=M 


(a;b) (y) 


M, „xM = 
ax + 2by 


Donc: M cap) 5 M4...) (ax+2by;ay+bx) 
2 
(ax+2by:ay+bx) €Z 


Car(a;b)eZ et (x;y)eZ° 
Et on a : 


(ax + 2by) — 2(ay +bx) = (ax + 4h? y’ + 4abxy) 
(ay +b’ x + 2abxy) = (ax -= 24° y )- 2(2b° y -b°x°) 
=a (x -2y°)-2b° ( -2y )=(x -2y )(a -2b°) = ES ES 


donc: M, xM, €E 


(a) PA (xs) 


donc : E est une partie stable de (M, (R):x) 


IV homomorphisme ou morphisme 

« Le mot morphisme signifie à peut prés ou 
respecte la forme » 

Définition :Soient (E, x) et (F, T) deux 
ensembles munis de lois de compositions 
internes 


Une application f de E dans F est un 
morphisme de (E, x) dans (F, T) lorsque : 
v(xy)e E, f(#r)= FR) 0) 

etsi f est bijective on dit que f est un 


isomorphisme 

e Si E = F et » = T, on parle d'endomorphisme. 
e Si f est un endomorphisme bijectif, on parle 
d'automorphisme. 

Exemples : 


f:(Z;+) —(Z';x) 


xe 5 


Exemple1 : soit l application : 


montrons que f est un morphisme de (Z, +) 
dans (Z*, x) 
Solution : V(x; y) € Z? 


f(x+y)=5" =5" x5 = f(x)x f(y) donc :f est un 


morphisme de (Z ,+) dans (Z*, x) 


Exemple2 : soit l'application .8 : |0;+o[ > R 
xelnx 


montrons que g est un morphisme de : 
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(]0;+[, x)dans (R, +) 
Solution : V(x; y) € ]0; +f" 
g(xxy)=In(xxy)=In(x)+In(y)=8(x)+8(y) 


donc : g est un morphisme de (]0; +| , x) dans 


(R, +) 


Exemples : soit l'application : 


h:C—R 
z > |z| 


montrons que h est un morphisme de : 


(C, x)dans (R, x) 
Solution : V(zz'}eC? 


h(zxz')=|2xz=|2 x] = h(z)xh(z') donc :f est 
un morphisme de (C, x)dans (R, x) 
Exempled : soit l'application : 

k:R> C 

0m e” =cos0 +isin0 

montrons que k est un morphisme de : (R, +) 


Solution : V(8:0')e R° 


dans (C*, x) 


k(0+0') ae) = ®t — e” xe” Z k(0)xk(6') 
donc : k est un morphisme de (R, +) 
dans (C*, x) 

l:R—M,(R) 
Exemples: soit l'application : k 1 

xe 

0 1 

montrons que / est un morphisme de : (R, +) 
dans (M, (R), x) Solution : Y (x;x') € R° 


RE: 
ana: ifa) j | 


cs HG 


Donc : /(x+x')=1(x)x1(x") 


donc : k est un morphisme de (R, +) 
dans (M,(R), x) 


FINS 77 


ne 2?” 


Exemple6 : soit f l'application : 


montrons que f est un morphisme de (N, +) 
dans 22 x) 

Solution : Y (n;m) €N’ 

f(n+m)=2"*" =2"x2" =2"x2" = f (n)x f (m) 
donc : f est un morphisme de (N, +) 

dans h x) 


Exemple7 : on muni R? de la loi de composition 


interne suivante : (a;b)+(a';b')=(a+a';b+b') ; 


V(a;b) cR’ et V(a'b') cR? 


Soit A(R; R) l’ensemble des applications affines : 


A(R;R)= EE IVxeR: fus (x)= ax +b} 


p:R° — A(R:R) 
Soit l'application : + : (ab) f 
, (a;b) 


donc : œ est un morphisme de (R°, +) 


dans (A(R; R), +) 


Solution:1) Soit : V(a;:b)eR° et V (a';b') € R? 
Ona: 

p((a;b)+(a';b'))=p(a+a';b+b')= fe 
fous (x) =(a+a')x+(b+b")=(ax+b)+(ax+b") 


Donc : p((a:b) +(a';b')) =ọ(a;b)+ọ(a';b') 


donc : o est un morphisme de (R°, +) 


dans (A(R; R), +) 
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Théorème : soit f un homomorphisme de (E, x) 
dans (F, T) alors : 

1) f(E) est une partie stable dans (F, T) 

2)si x est commutative dans (E, x) alors T est 
commutative dans ( f (E), T) 

3)si x est associative dans (E, *) alors T est 
associative dans ( f (E), T) 

4)si x est admet un élément neutre e dans (E, x) 
alors f(e) est un élément neutre dans ( f (E), T) 


5) si x est admet un élément neutre e dans (E, x) 
Et si x est admet un symétrique x’ dans (E, =) 


alors y= f(x) admet un symétrique dans 


! 


(F(E), T) cest y'= f(x) cad: (f(x)) = f(x) 
Preuve :1) soient : y, € f (E) et y€ f(E) 
Donc : Ix € E/ f (x )=y, et Ix, € E/ f (x,)= y, 
yTy, = f(x) (x)= f (x *x)e f(E) 


Car: x *x, € E et effet : + la loi de composition 


interne dans E 

2) soient : y, € f (E) et y€ f (E) 

Donc : I(x;x,) € E / f (x)= yet (x)= y 
Ty, =f(x)Tf (x) =f(x*x) 

Car f un homomorphisme 

= HE *x) 

Car * est commutative dans (E, x) 


= f (x, )Tf (x) Car f un homomorphisme 
=y1»  Cafd 


3) soient : y, € f (E) et y, € f (E) et y€ f(E) 


Donc: 

a(x) E E f (x)= yet (x)= vef (%) =y 
CD) = (F(a) TE (2) TF (x)= f(x) (x) 
Car f un homomorphisme 

= f ((x*2)* x)= (nr (ex) 

Car + est associative dans (E, +) et f un 
homomorphisme 

= f (a) (1*2) = F (x )T(F (x) T (5) 

=y T(y,Ty,) Cqfd 

4) soie: ye f (E) donc : Donc : Ixe E/ f (x) =y 
On pose : f (e)=e' donc : e'e f (E) car ee E 
Te = f (NT (e)= f (xe) =f (x)= 

Car f un homomorphisme et e élément neutre 
dans (E, +) 


De même on montre que : e'Ty= y 


Donc: f(e) est un élément neutre dans (f(E), T) 


5) soit : x' le symétrique de x dans (E, x) 
On a donc : x*x' =e et x'*x=e 


Donc : f(x*x')=f(e)et f(x #x)= f(e) 
puisque f un homomorphisme on a donc : 
YT (x)= (e) et F(#)Ty= f (e) 

On a f(e) élément neutre de (f(E);T) 
Donc f(x") est le symétrique dans ( f (E), T) 


De f(x)=y cqfd 
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Exercice7 :soient a € [2;+] et be ]2; +| 
On pose : a*b=(a-2)(b-2)+2 


1)montrer que + est une loi de composition interne 


Dans 1 = |2;+0| 


R“ vers I 


2)soit l'application définie sur 


2x+1 
tel que : f (x)= As 


Yxe R“ 


a) montrer que f est un morphisme de ( R”, x) 


dans (1 , x) 
b) en déduire que + est associative et admet un 
élément neutre a determiner 


solution :1) soient a € |2;+œ| et be [2;+00[ 
ae f2;+0[=a>2 et bel2;+0[ =b>2 
Donc : (a-2)(b-2)+0 
Donc : (a-2)(b-2)+2+2 
Donc : axbe [2;+0[ = 

Donc :* est une loi de composition interne 


Dans 1 = |2;+0| 


2) soient xe R“ et ye R” 


2xy +1 
faxy): 
a ED RE 
X y X y 
xX Y xY 


Donc: f(xxy)=f(x)* f(y) v(x y)e(R”)? 


Donc : f est un morphisme de ( R”, x) dans 


(I, x) 


b)puisque x est commutative dans (R*, x)et f 


un homomorphisme de (R*, x) dans (7, *) 


alors + est commutative dans 7 
et on a 1 est l'élément neutre dans (R°”, x) 


alors : f (1)=3 est l'élément neutre dans 7 


Exercices :on muni R d'une loi de composition 


interne + définit par : a*b=ab+{(a2—1)(b2-1) ; 


V(ab)eR” 1) Monter que + est commutative 


2) Monter que * n’est pas associative 

3) est ce que la loi + admet un élement neutre ? 
4)jresoudre dans R les équations : 

a) 2*x=5  b) xxx=1 


Solution:1) Soit : soit :(a;b) € R° 


Ona: a*b=ab+(a?-1)(b2-1)=ba+(b2-1)(a2-1) 


car la multiplication dans R est commutative 


Donc :a*b=b%*a par suite + est commutative 
2) ona:(-1*0)*2=0*2=-3 
Et -1#(0*2)=-1*-3=3 


Donc : (-1*0)*2#-1*(0*2) 


Donc : * n'est pas associative 
4jona:a*l=l*a=a VaeR 

Donc : 1 est l'élément neutre pour la loi * 
(l'élement neutre est unique) 

4) a)on va resudre l'équation : 2*x=5 


2xx=5<2x+3(x2-1)=53x2+2x-8=0 


4 4 
<x=2 où Lu donc : s-{25} 


bon va resudre l'équation : x*x=1 


xkx=lex+(x-1) 21e xx =0 
e #(x-1)(x+1)=08 x=0 ou x=1 ou x=-1 


donc : S={-1;0;1} 
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Exercice9 :on muni R? de la loi de composition 
interne suivante : (a;b)*{(a';b'}=(axa';bxb") ; 


V(a;b) cR’ et V(a'b') eR? 


1) Monter que * est commutative et associative 
2) Monter que + admet un élement neutre et 


determiner dans R° les élements symétrisables 
Pour la loi x 


3)soit: S=Rx{0} 


a)montrer que S est une partie stable de(R° ,*) 


b) Monter que (S ,+) admet un élement neutre et 


comparer les les élements neutres de (R° ,*) 


et de (S ,*) 
Solution:1) a) Montrons que * est commutative ? 


Soit : (a;b)eR° et (a';b') € R? 


(a;b)*(a';b')=(axa';bxb')=(a'xa;b'xb)=(a';b')* (a;b) 
Donc :* est commutative 


b) Montrons que + est associative? 


Soit: (a;b)e R° et (a';b')e R° et(a";b") € R? 


((a;b)*(a';b'))*(a";b") =(axa';bxb'")*(a";b") 
((a;b)*(a';b'))*(a";b") =(axa'xa";bxb'xb") 
On aussi : (a;b)*((a';b')*(a";b")) =(a;b)*(a'xa";b'xb") 
(a;b)*((a';b')*(a";b"))=(axa'xa";bxb'xb") 
((a;b)*(a';b'))*(a";b")=(a;b)*((a';b')*(a";b")) 


Donc : + est associative 
2)a) Montrons que * admet un élement neutre 


Soit: (a;b)e R? 


On a: (a;b)*(1:1)=(a;b) V(a;b) eR? 


Et puisque :* est commutative 


Alors : » admet un élement neutre c’est (11) 


b) determinons dans R? les élements 
symétrisables pour la loi x 


soit (a;b)e R° on cherche (a';b') € R° tel que : 


(a;b}*(a'b')=(1:1) 


(a;b)*(a';b')=(1;1) © (axa';bxb')=(1;1) 
1 E 1 
ee =1 a y 
axe = 


LEA 
Donc les élements dans R?’ symétrisablesPour la loi 


siaz0 et bzO alors 


+ sont les couples (a;b)e R° tel que: a+ 0etb #0 


Et le symétrique de (a;b) est TA pour + 


3)a) S=Rx{0} 


Soit : (a;0)e S et (b;0)esS 


(a;0)*(b;0)=(ab;0)eS 


Donc :S est une partie stable de( R° ,+) 


b) soit:(a;0)esS 
on a: (a;0)*(1;,0)=(a;0)et (1:0)*(a;0)=(a;0) 


donc : (1;0) est élément neutre pour (S ,*) 


et on a (1;1) est élément neutre pour( R° ,+) 
et: (11) (1,0) 

Exercice10 :on muniC de la loi de composition 
interne T suivante : zTz’ = ZZ’ ; V(z;z')e C? 


V(a:b')eR* (F, T) Y(z;z') eC? 


1) étudier la commutativité et lľassociativité de T 


2)résoudre dans C l'équation : (zTz)Tz = i 
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Solution : 
1) la commutativité de T ? 


Ona:1Ti=1i =—i et iTl=il =i 


Donc : ITi #iT1 donc T non commutative 
L’associativité de T ? 
(iT1)Ti=iTi=i-(—i)=1 


iT (ITi)=iT—i=i-i=-—1 


Donc : (iT1)Ti +* iT (1Ti) donc T non 
associative 


2)résolution dans C l'équation : (zTz)Tz =i 
(R)R=ie(z)n=isæ-islfz=i 
On pose: Z = x+iy avec (x,y)e R? 

P zZ=i e (2+ y)(x-iy)=i 
z=io(x+y)x-iy(x2+ y2)=i 


ss. 2 IC E#)#20 
| z=ie > 
y(x2+y?)=-1 


x2+y2=0 |x=0 x=0 
© ou © 
0=-1 y =-] y=-1 


Hz=iez=- donc : S={-i} 


x2+ y? =0ou x =0 
y(2+ y2)=-1 


Exercice11 :on muni Z = ]0;+| de la loi de 
composition interne + suivante : 
xx y=./x2+ y? V(xy)er 


soit f l'application définie sur I vers I 
tel que : f (x)=x2 Vxel 


1) montrer que : f(x*y)=f(x)+f(>) 


2)a) montrer que » est associative 
b) est ce que + admet un élément neutre 


8)soit ae I calculer : 4=4*a*....*4 ne N° 


nfois 
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Solution : soit (x; y) 1° 


1) f(xy) = (en) = (fe) + y 
=f(x)+ f(y) Cata 

2 f(x+y)=S(x)+ (5) 

Donc f est un homomorphisme et puisque 

f est une bijection donc f est un isomorphismes 
De (1;*) dans (/;+) donc: (1;*) et (1;+) 


Ont la même structures et puisque + est 
associative dans 7 alors »est aussi associative 


Et puisque (7;+) n'admet pas d'élément neutre 


alors : (/;*) n'admet pas d'élément neutre 


3) rlaraues)- (ae (arr Ala) 


nfois nfois 


f(A)=nf(a)=na2 
Et puisque f est un isomorphismes de (/;*) 
dans (/;+) donc : A= f~ (na?) 


Et puisque : f-'(x)=4Vx donc / A = Vna? = Una 


Exercice12 :1) on muniR d’une loi de composition 


interne + définit par : x*y=x+y-2xy ; V(x; y)e R? 


soit f l'application définie sur R vers R 


tel que : f(x)=1-x VreR 


1) montrer que f est un homomorphisme bijectif 


De (R;*) dans (R ;x) 


2)en déduire que * est associative et que + admet 
un élément neutre que l’on déterminera 
3) determiner l'ensemble des élements 
symétrisables pour la loi x 
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4)soit aeR calculer: A=a*a*...*a ne N° 


nfois 


Solution : 1) f(x)=1-x 


f(x)=ye1-x=yex=1-7y 


Donc : f '(x)=1-x=f(x) VreR 


Donc: f =f 
f(x*y)=1-x*y=1-(x+y-—xy) 
=(1-x)0- y) =f (x)x f(v) 

Donc : f est un isomorphismes de (R;*) 
dans (R ;x) 

2) puisque f est un isomorphismes de (R;*) 


dans (R ;x) alors : (R;*) et (R ;x) 


Ont la même structure et puisque x est 
associative dans R alors * est aussi associative 
dans R et puisque 1 est élément neutre dans 


(R ;x) alors f~” (1)= f (1)=0 est élément neutre 


dans (R;*) 

3)on a 0 est élément neutre unique qui n'admet 
pas de symétrique dans (R ;x) etona f(0)=1 
Donc : ensemble des élements symétrisables 


pour (R;*)est R-{1} 


ra= a ah 


nfois 


4) PA= atasa x f(a) 


Donc: A= f7 ((1-a)")= f (1-a )=1-(1-a)" 


« C'est en forgeant que l’on devient forgeron » 
Dit un proverbe. 


C’est en s'entraînant régulièrement aux calculs et 
exercices Que l'on devient un mathématicien 
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